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Pour tout n dans N*, on note D,, I'ensemble des diviseurs de n-dans N* et o(n) la somme

des éléments de D,, c’est a dire o(n) = Z d. y
d€Dn,
Exemple : 0(10) =1+ 2+ 5+ 10 = 18.

1. Soit n € N*, montrer que : 7 est premier si, et seulement si, o(n) =n + 1.
2. Pour p premier et a € N*, calculer o(p®).

3. Soient a et b dans N* telle que a A b = 1 et soit f l'application définie par

fi: DgxDy —» Dy
(k1) — f(k,1) =kl

(a) Montrer que f est injective; c’est a dire :
pour tous (k,1), (¥,l') de Do X Dy, on a: [f(k,1) = f(K,l') = (k,1) = (K, 1)].
(b) Soitd € D,y onpose k =dAaetl=dAb Montrer que d = ki et conclure que f
est bijective.
(c) En déduire que o(ab) = o(a)o(b).
4. En déduire que Vs € N*,Vay, ..., &, € N* premiers entre eux deux a deux, on a

o <zg ak> = Ha(ak).

5. Pour tout entier n > 2, exprimer o(n) a partir de la décomposition en facteurs pre-
miers de n.
Application : Un entier non nul n est dit parfait lorsque o(n) = 2n (par exemple 6 est
un nombre parfait).

6. Montrer que les nombres parfaits pairs sont les nombres d’Euclide; & savoir les en-
tiers de la forme Ej, = 25(2"* — 1) oltk € N* avec 2+1 — 1 premier.

1/3

Cale



.On rappelle que Va, b € R,Vn € N*,ona:

n

n—1
(@+b)" = Ckaft"* et o —b"=(a—b) ) a't" 1"
k=0

k=0

Partie 1 ; Définition de la fonction I'

g t n
Soit n € N*, pour tout réelz > 1, on pose I'y(z) = / 121 (1 = ﬁ) dt.

0 \
1. Montrer que Vn € N*,Vz € [1, +oo[,I'(z) < / =34,

0
2. Montrer que Vn € N*,Vt € [0,n[,nln (1 — E) <(n+1)n (l - —t—>
n n+1

3. Soit la fonction g définie sur [0, +-o0[ par g(t) = t7-le71,
Montrer que g est une fonction majorée.
4. En déduire que la suite (I'n(z))n>1 converge vers un réel qu’on notera I'(z).

5. (a) Sachant qu'il existe ag, a1, ..., a, € R telle que »
n! = Ok
= tr
o=l z(z+1)...(x +n) kgox—%k e Ly

Vk € {0,1,...,n},ar = (—1)*CE.

nin®
z(z+1)..(z+n)
(c) En déduire que Vz > 1,I'(z + 1) = zI'(z).

(d) déterminer I'(k), pour tout k£ € N*.
Partie 2 : Etude locale de T en 1

(b) En déduire que Vz > 1, (z) =

n
. , it 1 .
6. Soit la suite (un)n>1 définie par v, = (Z %> — In(n). Montrer que (up)n>; est une
k=1
suite décroissante. Conclure qu’elle est convergente de limite notée « dite constante

d’Euler.
7. (a) Montrer que Vu > 0,In(1 +u) =u — /o (—%Li%
2
(b) En déduire que Vu > 0, |In(1 +u) —u| < =

'5'.
~ 1
8. Montrer que Vn € N*, =5 € 2.
k=1 k
9. Soite > 0.
(a) Montrer que : Vn € N*,
n+1 1 n+1 . 5
In(Cp(l+¢) —In(I',(1) =¢ (111(71) - Z —) +- Z ——In{l4+=)).
)+ oG+ 5))
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10.
11.

12,

13.

14.

19,

n+1

* E LI & 2
(b) Montrer que Vn € N ,kzl (/c In (1 + k)) £ &2,
In(T°(1 +
(c) En déduire que Jim. i(—(—gﬂ = .

(d) Montrer alors que " est dérivable en 1 et donner I (1).

Partie 3 : Retour sur I’expression intégrale de I'

¢ ¢ ¢2
Montrer que Vn € N*,Vt > 0,0ona: 0 < e % — (1 — -Z> & ot
: 7
Montrer que si a > 0, alors Vn € N* telle quen >aona:
a a t n $+2
Ve >1, ety —/ T g
/o o n = 2n(z +2)

Motrer que :3M > 0,Vn € N*, Va €]0, n], on a :/ = <1 — %) dt < Me %,

a

< Me™z,

/ t*"le~tdt — I(z)

0

En déduire que Va > 0,

a —+o0
Conclure que I'(z) = lim t*"'e~*dt qui sera notée / e
a—>+00 0 0

) a +o0 .
Sachant que lim e dt = / et = YT (intégrale de Gauss). Calculer
a—+co J notée /, 2
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