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B On Aegum.t Pemsermile SLy(K) = {M € My(K) | det(M) =1}
B deucc mabnices 4,B € My(K) somb dikes comjuguses doms SLa(K), #ill ecciste P € SLy(K)
kel que 4= P-1BP.

» Partiel:

&

3
2

Déterminer 'ensemble des couples (b,d) € Z x Z tels que la matrice ( Z ) soit dans

SLy(Z).

. Déterminer I'ensemble des couples (z,y) € N x N tels que la matrice ( 1 _x 2% y_l ) soit

-3
dans SLy(Z).

. Soit (a,d) donné dans Z x Z.

(a) On suppose que (a,d) est distinct des couples (1,1) et (-1, ~1). L'ensemble des éouples
(b,c) € Z x Z tels que ( Z 2 soit dans SLy(Z) est-il non vide ? est-il infini?

(b) Méme question lorsque (a,d) est 1'un des couples (1,1), (-1, -1).
> Partie2:

. 1
On consideére A € K* et les matrices A = ( 0 i >,B = ( é ;\ )

. Montrer que les deux matrices A et B sont conjuguées dans SLy(K) si, et seulement si, ) est

un carré dans K.

. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A et B soient conjuguées dans S Ly (K)

danslescas: e K=C,e K=R.

. Montrer que VA € Z/3Z \ {0} les deux matrices A et B sont conjuguées dans SLy(Z/3Z).

Donner les valeurs de A € Z/7Z pour lequelles A et B soient cojuguées dans SLy(Z/7Z).

. Montrer que si A, u sont des carrés dans K, alors les matrices ( b > et < - P > sont

01 1 |

conjuguées dans SLy(K).

On note

cice. 2 "Autotir des entlersd’Euenstem

Z[j]={a+bj | a,beZ} on j=e?/3
1. Montrer que Z[5] est anneau commutatif intégre et unitaire.
2. Représenter I'élément z = a + jbaveca,b € N. '
3. Pour z € C, on pose N(z) = 2Z.

(a) Calculer pour u = a + jb € Z[j], N(u) en fonction de a €t b.
(b) Montrer que pour u € Z[7], u est inversible si, et seulemen’g si, N(u) = 1.
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4. Conclure que les inversibles de Z[j] sont exactement les racines sixiéme de I'unité, a savoir
U6={ZECIZS=1}.

5. (a) Montrer que Vz € C, 3(z,y) € R? unique tel que z = z + jy.
(b) Montrer que Vz € C, 3a € Z[j] tel que N(z — ) < 1.
(c) Ya-il unicité de a?

6. Soient 21,z € Z[j] avec 2 # 0. Montrer I'existence de (g,7) € Z[j] X Z[j] tels que

Ty

z1 =z2g+7 et N(r) < N(z2).

7. Le couple (g, r) précédent est-il unique?

Unme pankie I de Z[j] est dite um idéal de Z[j] 4

I eak um Asub-groupe de (Z[5],+);
Yu € Z[j],Vz €I, uz € 1.

gsdilumdéaﬂdzz#{O} o considsne Jemsemble A = {N(2) | z€ I~{0}} et on

{\mﬂel\{O}hquueN(ﬁ)Mﬁe,f\&wq\ehkewankdeA
8. Montrer que I = Z[j] = {Bq | ¢ € Z[j]}.

qamp»gexme Dérivation sous le signe intégral

ik J un imtewsalle de R, k& € N* et f - JﬁmeﬂmhwnkaAdﬁumaMemJ
Om mote

FO = £, b Vim0,1,. k=1, &) = (FOY = ()0
-%%T&MMf;J_)R@tmeAuﬂawck,Mmmmwmw
wéanﬂaﬁ,sztf(k)e&tmt&/memJ
WS J-—)ReatdxbedecQaAMOmmfmkdacQaAmOk/r\mmtwtkeN
lOmadﬂnetﬂetP\anquamkmmwﬂemdutp\eofwmedeg‘@m
QLfaAtWWMUmW[a,b Ag-na,a@omfﬁﬂeatumi@wnénwmﬁnmm
[a,0], c'esk & dine

Ve>0, 3a>0, Vz,y € [a,b], [z—y/<a = |f(z) - f(y)| <

IOmadmekquetwtegynot«onwmhﬂmmerAegmant[ab mtﬂofvnee
» Préliminaires

Soit f une fonction de classe C? sur [a, 5] et z €]a, b], on définit 9 [a,b] — R par
Vi€ [o,t], 9(t) = (@) - £(t) - ()@~ 1) — Az —1)?

ol A est une constante réelle qui satisfait a 'égalité g(a) = 0.

1. Justifier que g est de classe CZ.
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2. Montrer 3¢ €]a, z[ tel que g'(c) = 0.
3. En déduire que Vz € [q,8], 3c € [a,2] tel que f(z) = f(a) + f/(z)(x — a) +
formule dite de Taylor—Lagrange :

Ti:

> Partle I:
Dans cette part1e f et g désignent deux app11cat10ns continues de R vers R non nulles. On se
propose d’étudier la fonction

F: R — R
1
o [ faug)ds
0

4. Justifier que F' est une application de R vers R.
5. (a) Soit zo € R fixé. Onnote I = [—|zo| — 1, |wo| + 1] et on consideére pour h € [—1,1], le réel
positif Ay, = / | F (zou + hu) — f(zou)|du
i. Vérifier que Yh € [—1,1],Vu € [0,1], ona zou € I et mou + hu € I.

ii. Soite > 0 fixé. En utilsant le théoréme de Heine, montrer que

da >0, Vh € [—a,a], Ar<e

(b) En déduire que F' est continue sur R.
6. On suppose dans cette question que f est de classe C? sur R.
(@) Soit zg € R fixé. Onnote I = [—|zo| — 1, |zo| + 1].
i. Justifier I'existence de M, M positifs tels que Vt € I, |f"(t)| < M et |g(t)| < My
ii. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, montrer que

L 2
Vh e L1, [Fiao+ 1) = Flao) ~h [ uf (wou)g(udn] < 2
0

iii. En déduire que F est dérivable en zp en donnant une expression de F”(z).
(b) Montrer que F est de classe C! sur R.

(c) Dans cette question, on suppose que f est de classe C* sur R.
En faisant une récurrence , établir que F' est de classe C* sur R et

1 ;
Vp € N,Vz € R, F®)(z) = / uP £ (zu) g (u)du
0

» PartieIl:
1 g—z(1+t%)
On pose pour z € R, h(z) = / 1-|-—t2dt et T'(z) = h(z?).
0 V-
7. Calculer n(0), lim h(z)et lLm A(z;.
T——00 : T—+00

1
8. Montrer queVz € R, T'() = =20 | ¢~0+%)as
0

T 2 ;
9. En déduire que Vz € R, T'(z)+ (/ e"t2dt) = %
0
T
10. Conclure que lim / et = YT
z—+00 Jq 2
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Rectifications :

EXERCICE 1

On se donne un anneau IK ( au lieu de « un corps IK »)

Question 6 : Déterminer A ( au lieu de « montrer que VA »)





