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EXERCICE 1

Soit f : R→ R continue .

Montrer que F : x 7→
∫ x+π

x

f(u)cos(u− x)du est dérivable sur R et on a :

∀x ∈ R, F ′(x) =

∫ x+π

x

f(u)sin(u− x)du− f(x+ π)− f(x).

EXERCICE 2

Soit g : R→ R deux fois dérivable telle que g′′ continue.

1. Montrer que ∀a, x ∈ R ∫ x

a

(x− t)g′′(t)dt = g(x)− g(a)− (x− a)g′(a)

Considérons f : [0, 1]→ R continue et ϕ,ψ : R→ R définies par :

∀x ∈ R, ϕ(x) =

∫ 1

0

f(t) sin(xt)dt et ψ(x) =

∫ 1

0

tf(t) cos(xt)dt

2. (a) Montrer que ∀u, v ∈ R, | sin(u)− sin(v)| ≤ |u− v|.
(b) En déduire que ϕ est continue sur R.

3. (a) Montrer que ∀u, v ∈ R, | sin(u)− sin(v)− (u− v) cos(v)| ≤ (u− v)
2

2
.

(b) En déduire que ϕ est dérivable sur R et on a : ϕ′ = ψ.

EXERCICE 3

On considère la matrice A =

(
5 −3
4 −2

)
.

L’objectif de cet exercice est de trouver deux matrices P =

(
a b
c d

)
et D =

(
x1 0
0 x2

)
telles que A = PDP−1.

On pose I2 =

(
1 0
0 1

)
la matrice identité.

Pour une matrice carrée C =

(
α β
γ δ

)
, les colonnes C1 =

(
α
γ

)
, C2 =

(
β
δ

)
sont appelées respectivement

la première et la deuxième colonne de C. Le déterminant de C est le nombre noté det(C) = αδ − γβ.

1. Soit x un nombre réel. Déterminer Q(x) = det (xI2 −A).

2. Donner x1, x2 les racines de Q(x); tels que : x1 < x2.

3. Calculer X1 = A − x1I2 et X2 = A − x2I2, puis trouver deux matrices colonnes C1 =

(
α
γ

)
et C2 =

(
β
δ

)
non nulles, où α, β, γ et δ sont des entiers naturels, telles que X1C1 =

(
0
0

)
et X2C2 =

(
0
0

)
4. On décide alors de former la matrice P à l’aide des deux matrices colonnes C1 et C2 , puis de former la matrice

diagonale D à l’aide de x1 et x2 trouvés précédemment.
(a) Calculer P 2 − (α+ δ)P .

(b) En déduire P−1, l’inverse de la matrice P .

(c) Vérifier que PDP−1 = A.

5. Montrer par récurrence que Dn =

(
1 0
0 2n

)
pour tout entier n ≥ 1.

6. En déduire une expression de An, pour n ≥ 1.

EXERCICE 4

On considère un entier n ≥ 2 et un nombre premier p. Pour tout entier k ≥ 0, on considère les sous-ensembles
finis Uk et Ωk de N définis par

Uk =
{
a ∈ [[1, n]] tq pk divise a

}
Ωk = {a ∈ [[1, n]] tq vp(a) = k}

où [[1, n]] désigne l’ensemble {1, 2, ..., n}.
On désigne par vp(a) = max{k ∈ N / pkdivise a}, en particulier si p ne divise pas a, alors vp(a) = 0.
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1. Déterminer m = sup{k ∈ N / pk ≤ n} en fonction de n et p.
2. (a) Montrer que, pour tout k ∈ [[0,m]], l’ensemble Uk+1 est strictement inclus dans Uk et que pour k > m on

a, Uk = ∅.
(b) Prouver que les parties Ω0, . . . ,Ωm vérifient : ∀i, j ∈ [[0,m]] tels que i 6= j, Ωi ∩ Ωj = ∅ et Ω0 ∪ ... ∪ Ωm =

[[1, n]].
3. (a) Pour tout k ≥ 0, établir que Ωk = Uk \Uk+1.

(b) Calculer, pour tout k ≥ 0, Card(Uk), puis Card(Ωk) en fonction de n, p.

4. Montrer que vp(n!) =

m∑
k=1

k.Card(Ωk) et en déduire la formule de Legendre.

vp(n!) =

m∑
k=1

[
n

pk

]

où pour tout k ≥ 1,
[
n

pk

]
désigne la partie entière de

n

pk
.

PROBLÈME

Partie 1 :

1. Soient u, v ∈ R tels que u < v.

(a) Montrer que ∃ q ∈ N∗ tel que
1

q
< v − u.

(b) En déduire que ∃ r ∈ Q tel que u < r < v. On dit que Q est dense dans R.
2. Soit x ∈ R, Montrer que ∃ (rn)n une suite de rationnelles telle que : rn → x.
3. Soit f : R −→ R une fonction continue en 0 et vérifiant ∀ x, y ∈ R, f(x+ y) = f(x) + f(y).

(a) Montrer que f est continue sur R.
(b) Montrer que ∀ r ∈ Q, f(r) = rf(1).
(c) Conclure que f(x) = x · f(1) ∀ x ∈ R.

4. Soit f : R→ R continue non nulle telle que ∀ x, y ∈ R f(x+ y) = f(x)f(y).
(a) Montrer que ∀ x ∈ R, f(x) > 0.
(b) En posant g(x) = ln(f(x)), montrer que ∃ λ ∈ R tel que : f(x) = eλx.

5. Soit f : R→ R continue non nulle telle que ∀ x, y ∈ R f
(√

x2 + y2
)

= f(x)f(y).

(a) Montrer que si f est non nulle, alors f > 0.
(b) En considérant la fonction g : R+ −→ R définie par g(x) = f(

√
x) déterminer l’expression de f .

6. Déterminer les fonctions f : R+ → R continue et vérifiant ∀x, y ∈ R+, f(xy) = xf(y) + yf(x).

(On pourra commencer par considérer la fonction g :]0,+∞[−→ R définie par g(x) =
f(x)

x
).

Partie 2 :
Le but de cette partie est la recherche des fonctions f définies sur R, à valeurs dans l’intervalle [−1, 1], vérifiant

pour tout réel x la relation f(2x) = 2 (f(x))
2 − 1, telles que f(0) = 1 et que 1−f(x)

x2 admette une limite lorsque x tend
vers 0 , que l’on notera a.

1. Justifier que tout x de [−1, 1] s’écrit de façon unique x = cos(θ) avec θ dans [0, π].

2. (a) Vérifier lim
θ→0

1− cos(θ)

θ2
=

1

2
·.

(b) Montrer, pour θ dans
[
0,
π

2

]
, les relations :

2θ

π
≤ sin(θ) et cos(θ) ≤ 1− θ2

π
.

3. Soit f une fonction solution du problème.

On se donne un réel x et l’on pose, pour tout entier naturel n, f
( x

2n

)
= cos (θn), avec θn dans [0, π].

(a) Montrer que f est continue en 0 et que lim
n→∞

θn = 0.

(b) Vérifier l’existence d’un entier N tel que pour n ≥ N on ait θn+1 =
θn
2

.

Établir que a est positif et que f(x) = cos(x
√

2a).
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